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１．はじめに
都市空間における人口密度関数のモデルは，Clark（１９５１）による負の指数関数型
D (x ) D0exp  x[ ] 
が実証分析の先駆的定型として，空間地理学や都市経済学の分野において広く知られている。ここ


















































































関数名 関数型 符号条件 採用論文の著者
① 指数形式 D (x ) D0exp x[ ] 0 Clark（１９５１）
② 二項形式 D (x ) (x x )   0 Mills（１９６９）
③ ②の特殊型 D (x ) D0 x x( ) 0 多数
④ 一般正規形式 D (x ) D0exp x x 2   00 Newling（１９６９）
⑤ 標準化正規形式 D (x ) D0exp x 2   0 Tanner（１９６１）
⑥ ガンマ形式 D (x ) D0x a exp x[ ] 00 Aynvarg（１９６９）
⑦ ⑥の特殊型 D (x ) D0x a 0 多数
⑧ 線形 D (x ) D0x 0 多数
⑨ 二次形式 D (x ) D0x 2x 00 多数
⑩ 特殊形式 D (x ) D0exp x 1
x
  00 McMillen and
McDonald（１９９８）

















（ f (t )）の３つの説明変数を考慮した
Dt (0) D (YtNtf (t )) 01Yt 2Nt 3f (t ) t   (YtNtf (t ))  0 1Yt  2Nt  3f (t )
のような定式化を示している。これを元の負の指数関数モデルに代入して対数をとった式は，




lnD (0) ln (01Yt 1Nt 3f (t ))
を推定し，次にその推定値 D0ˆ を使って
lnDt (x )lnDtˆ (0)
x




















D (x )D0exp  x x 2    
と指数関数とべき乗関数を組み合わせた⑥のガンマ形式
D (x )D0xexp  x[ ] 
によって推定することができる。それぞれの関数の距離に関する微分は， 式の場合が，
D(x )( 2x )D0exp  x x 2  
で，式の場合が，





















































析ではより重要な問題となっている。また Alperovich and Deutsch（１９９２）では，誤った CBDの特定
化による推定値の偏りの程度を統計的に求めている。
これらの考え方に基づき，Alperovich and Deutsch（１９９４）では，密度関数のパラメータに加えて CBD
の位置も同時に推定する方法を提示し，実際にイスラエルの都市で推定している。
まず，CBDの真の位置の平面座標が (x1y1)であると仮定する。 式の D (x ) D0exp x[ ]の一次
元距離の変数は，二次元における一組の (xiyi )のペア変数で表される。それを 式に代入すると，
次の式が得られる。
D (x ) D0exp (xi x1)2(yi y1)2 12  













i 1n lnD (x )lnD0 xi xl( )2 yi yl( )2 12 2
ここで， 2 は誤差項の分散である。この５つのパラメータ推定値は式を最大にする
L  2lnD0x1y1 によって得られる。



















i lN fi x xi( )i
②中心地区間が相互に代替的機能を有している場合
D (x ) max






i 0N  i fi (x xi )
ここで，i は中心地区の番号である。






























Spline 関数は，任意の点 xi（以下，分割点という）によって，x 軸を i 1 個の間隔に分け，それ








Spline関数の中でも代表的な関数は Cubic Spline関数と言われるもので，これは Suits et al．
（１９７８）によって各間隔に用いる基本関数として三次関数が提示されている。一例として，３つの間
隔に分ける場合は，適応する Cubic Spline関数は次の 式のように表すことができる。
D (x )  a1b1(x x0)c1 x x0( )2d1 x x0( )3  D1 a2b2 x x1( )c2 x x1( )2d2 x x1( )3  D2   a3b3 x x2( )c3 x x2( )2d3 x x2( )3  D3




a2 a1b1 x1x0( )c1 x1x0( )2d1 x1x0( )3
b2 b12c 1 x1x0( )3d 1 x1x0( )2
c2 c13d 1 x1x0( ) 
a3 a2b2 x2x1( )c2 x2x1( )2d2 x2x1( )3
b3 b22c 2 x2x1( )3d 2 x2x1( )2
c3 c23d 2 x2x1( )
さらに各区間が等間隔の場合，すなわち， x1x0( )  x2x1( )  x3x2( )であるとき，ダミー変数
を新たに定義することによって，式は次の式のように単純化できる。
D (x ) a1b1 x x0( )c1 x x0( )2d1 x x0( )3  d2d1( ) x x1( )3D1 d3d2( ) x x2( )3D2
ここで新たに定義にしたダミー変数Di






























1  a1b1(x x0)c1 (x x0)2 d1 x x0( )3 






























lnD (x )a11xi 1
であり，xi xでは，











212 tlt lnD x( )a11xi 2 1222  tt1n lnD x( )a22xi 2
となる。


































変係数モデル（Varying Coefficient Model : VCM）に拡張している。そこでは，単に定数項に社会経
済変数を加えるだけでなく，基本モデルの右辺にあるすべての項のパラメータに社会経済変数を取り
入れたモデルとなっている。
 式の D x( ) D0exp  x[ ]のパラメータにおいて D0 と が一定ではなく，
lnD0 zi( )  
i 1i zi zi( )  

















Johnson and Kauは，社会経済変数を導入した VCM型人口密度関数の推定は，その適合度の高さか
ら予測と政策シミュレーションに貢献できるとしている。特に，公共交通機関の利用割合や所得など
の地区固有の社会経済変数を導入することによって，目的別の予測ができることを強調している。
Lahiri and Mumrich（１９８３）は，Johnson and Kauの VCMについて，被説明変数の Box−Cox変換に







































































































負の指数関数を推定する際に，習慣的には 式の D(x ) D0exp  x[ ]の両側に自然対数をとった式






























Aj lnDj (x )lnD0x 2 
この手法は，現在でもよく使われている。




D (x )A 12 a1A 12b1A 12(x x0)c1A 12 x x0( )2d1A 12 x x0( )3
n 1k dn1dn A 12 x xn( )3Dn
D (x )

A 12 a1A 12b1A 12(x x0)c1A 12 x x0( )2d1A 12 x x0( )3
n 1k dn1dn A 12 x xn( )3Dn
Alperovich（１９９５）の中でも，データのバイアスを回避するために同じ処置をとっている。
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li (x )：距離 x の地区における第 i 種土地利用の面積
ni (x )：距離 x の地区における第 i 種土地利用に対応する単位面積あたりの居住者数
L (x )：距離 x の地区における総面積
とする。
すると地点 x における人口密度は，
D (x )  1
L (x )
 
i 1n ni (x )li (x )   
と定義できる。さらに，そこにおける第 i 種土地利用面積の割合を














1   00x  i 1n  i i x( )si (x )    0 






lnD (x )  00 x  
i 1n  i i x( )si x( )   0 





をゾーン i における時期 j に建設された建物の割合として，
lnDi (x ) lnD0x a1Yi la2Yi 2anYin
あるいは，もっとフレキシブルな形で
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An Econometric Study on the Urban Population
Density Functions : A Survey
Ryohei Nakamura and Jie Li
Since the seminal work by Clark (1951), a number of researches on urban population density have been
appeared in several journals. In 1989 McDonald conducted a survey on the econometric study of urban
population density functions. In the review he recommended the estimation technique pointed by Frankena
(1978) and the use of Box−Cox transformation for choosing an optimal functional form. He also addressed to
the model and estimation of beyond the distance−density functions such as varying parameter model.
This paper begins in the second section with a choice of functional form. Sections 3 and 4 review the
estimation model of suburbanization and the identification of the CBD including multi−center case. Recently
more complicated population distributions are found in the real urban areas. Thus, more sophisticated models
are needed to explain the real population distribution. In section 5 three estimation models ; cubic−spline,
switching regression, and varying coefficient models are reviewed and in the varying coefficient model we
propose theoretical foundations for the estimation of varying parameter model. In section 6 we describe data
problems concerning population density estimation and estimation bias when we use census tract data. Finally,
section 7 states a possible direction of the further research.
Studies , Vol. 36, pp. 271−287.
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